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1 Vecteurs, droites et plans de ’espace

- -

IL’espace est muni d’un repére orthonormé (O;z’,f, E) Cela signifie que les vecteurs ;, f, k
sont unitaires et orthogonaux deux a deux.

1.1 Coordonnées dans I’espace

Définition

Un point M de Pespace est repéré par ses coordonnées (xr, yar, zar) telles que OM = xpi +
ymj + zmk. . . .

Un vecteur i est repéré par ses coordonnées (z,y, z) telles que @ = xi + yj + zk.

Propriété

Soient A(xa,ya,z24) et B(zp,yp, 2p) deux points de 'espace. Les coordonnées du vecteur AB
sont (B — TA,YB — YA, 2B — 2A)- _

La norme du vecteur AB, notée |AB]||, représente la distance AB et est donnée par : AB =
V(@s —24)?+ (yp —ya)? + (25 — 24)2.

Remarque

La norme d’un vecteur u(x,y, z) est || = /22 + y2 + 22.

1.2 Opérations sur les vecteurs

Propriété

Soient u(x,y, z) et v(z’,y’, 2") deux vecteurs de l’espace, et k un nombre réel.
— Les coordonnées du vecteur somme @ + v sont (z + ',y + v, 2 + 2').
— Les coordonnées du vecteur ki sont (kx, ky, kz).

1.3 Vecteurs colinéaires et points alignés

Définition
Deux vecteurs @ et U sont colinéaires s’il existe un réel k tel que ¥ = ki (ou @ = kv). Graphi-
quement, cela signifie qu’ils ont la méme direction.

Propriété
Soient u(z,y,z) un vecteur non nul et v(z’,y’, 2’
seulement s’il existe un réel k tel que 2’ = kx

— o N o /
de @ n’est nulle, cela revient a dire que £ = ¥

. Les vecteurs 4 et U sont colinéaires si et
ky et 2z’ = kz. Si aucune des coordonnées

/
I A—
—Z

~—

Point de méthode
Pour montrer que trois points A, B, C sont alignés :
— Calculer les coordonnées des vecteurs AB et AC' (ou BO).
— Vérifier si AB et AC sont colinéaires. Si oui, les points sont alignés.
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Exemple

Soient A(1,2,3), B(3,4,7) et C(—1,0,—1). Les points A, B, C sont-ils alignés?
— Calculons les coordonnées de AB : AB(3 —1,4—2,7—3) = AB(2,2,4).
— Calculons les coordonnées de AC : AC(—1—1,0—2,—1—3) = AC(—2, -2, —4).
— On observe que AC = —1 x AB. Donc, AB et AC sont colinéaires.

Conclusion : Les points A, B, C sont alignés.

1.4 Vecteurs coplanaires et points coplanaires

Définition
Trois vecteurs u, ¥, W sont coplanaires si, ramenés & la méme origine, ils sont situés dans un
méme plan.

Propriété
Les vecteurs i, ¥, W sont coplanaires si et seulement si I'un d’eux peut s’écrire comme combi-
naison linéaire des deux autres. C’est-a-dire, s’il existe des réels a et b tels que W = au + bv.

Point de méthode
Pour montrer que quatre points A, B, C, D sont, coplanaires :
— CQalculer les coordonnées des vecteurs A_B, A_C’, AD.
— Vérifier si ces trois vecteurs sont coplanaires. Autrement dit, chercher g’il existe des réels
a et b tels que AD = aAB + bAC. Si oui, les points sont coplanaires.

Exemple
Soient A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) et D(1,1,1). Les points A, B, C, D sont-ils coplanaires ?
— AB(-1,1,0)
— AC(-1,0,1)
— AD(0,1,1)
— Cherchons a, b tels que AD = aAB + bAC : (0,1,1) = a(—1,1,0) + b(—1,0,1) Ce qui
0=—-a-—b
donne le systéme : < 1 = a De la deuxiéme et troisiéme équations, on a a =1 et
1=0

b = 1. Substituons dans la premiére équation : 0 = —1—1 = —2. Ceci est faux (0 # —2).
Conclusion : Il n’existe pas de tels réels a et b. Les vecteurs AB, AC, AD ne sont pas coplanaires,
donc les points A, B, C, D ne sont pas coplanaires.

1.5 Représentations de droites et de plans

1.5.1 Représentation paramétrique d’une droite

Définition

Une droite D dans l'espace est définie par un point A(z4,ya,24) et un vecteur directeur
t(a, b, c) non nul. Un point M (x,y, z) appartient a la droite D si et seulement si les vecteurs
AM et i sont colinéaires.
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Propriété
La droite D passant par le point A(z4,y4,24) et de vecteur directeur (a,b,c) admet pour
représentation paramétrique :

T =4+ ta
y=1ya+1tb ounteR
z=2zp +tc

Le paramétre t est un réel.

Point de méthode
Pour déterminer une représentation paramétrique d’une droite :
— Identifier un point de la droite.
— Identifier un vecteur directeur de la droite.
— Ecrire le systéme d’équations paramétriques en utilisant les coordonnées du point et du
vecteur.

Exemple

Donner une représentation paramétrique de la droite D passant par A(1,—2,3) et de vecteur

directeur @(2,0,—1). Un point M(x,y, z) appartient a D si AM = tii pour un certain t € R.

Les coordonnées de AM sont (z — 1,y — (=2),2 —3) = (z — 1,y + 2,z — 3). Donc, on a :
x—1=2t r=1+2¢

y+2=0 =<{y=-2 outeR.
z—3=-t z=3—1
Remarque

Une droite admet une infinité de représentations paramétriques, car on peut choisir n’importe
quel point de la droite et n’importe quel vecteur colinéaire au vecteur directeur donné.

1.5.2 Représentation cartésienne d’un plan

Définition
Un plan P dans 'espace est défini par un point A(xa,ya,z4) et deux vecteurs directeurs
w(u1, uz,uz) et ¥(vi,v2,vs3) non colinéaires. Un point M (z,y,2) appartient au plan P si et

-

seulement si les vecteurs AM, @ et ¥ sont coplanaires.

Propriété

Tout plan P de ’espace admet une équation cartésienne de la forme ax + by + cz +d = 0, ou
a, b, ¢, d sont des réels, et (a,b,c) # (0,0,0). Le vecteur 7i(a, b, ¢) est un vecteur normal au plan
P, c’est-a-dire qu’il est orthogonal & tout vecteur contenu dans le plan.
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Point de méthode
Pour déterminer une équation cartésienne d’un plan :
— Si le plan est défini par trois points A, B, C' non alignés :

1. Calculer les vecteurs AB et AC.

2. Soit 7i(a, b, ¢) un vecteur normal au plan. Alors 77- AB = 0 et ii- AC' = 0. Cela donne
un systéme d’équations en a, b, c.

3. Une fois 7i(a, b, ¢) trouve, I’équation du plan est ax + by + cz + d = 0.

4. Utiliser un des points (par exemple A) pour trouver d en remplacant z,y, z par ses
coordonnées.

— Si le plan est défini par un point A et un vecteur normal 7i(a, b, c) :
1. L’équation du plan est ax + by + cz +d = 0.

2. Le point A(za,ya,z4) appartient au plan, donc axg + bya + cz4 +d = 0. On en
déduit d = —(az 4 + bya + cza).

Exemple
Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par A(1,2,0), B(2,1,1) et C(0,3,1).
— Calculons les vecteurs AB(1,—1,1) et AC(—1,1,1).
— Soit 7i(a, b, ¢) un vecteur normal au plan P. i- AB=0=a—b+c=0 (L) -AC =
0= —-a+b+c=0 (Lg)
— (L1>—|—(L2)é2620:>020
— En remplagant ¢ =0 dans (L;),onaa—b=0=a=0.
— Choisissons par exemple a = 1. Alors b =1 et ¢ = 0. Donc 7i(1, 1,0).
— L’équation du plan est z +y + 0z +d =0, soit x +y +d = 0.
— Le point A(1,2,0) appartient au plan, donc 1 +2+d=0=3+d=0=d = —3.
Conclusion : Une équation cartésienne du plan P est x +y — 3 = 0.

1.5.3 Position relative de droites et de plans

Il est essentiel de savoir déterminer si des droites sont paralléles, sécantes, confondues, ou si
une droite est incluse dans un plan, paralléle & un plan, ou sécante & un plan.

Point de méthode
Position relative de deux droites Dy et Dy : Soient D7 de vecteur directeur uj et Do de
vecteur directeur us.

— 1°F cas : u] et uy sont colinéaires. Les droites Dy et Dy sont paralléles. Pour savoir
si elles sont confondues, il suffit de vérifier si un point de D; appartient a Ds.

— Si Ay € Do, alors Dy et Dy sont confondues.
— Si Ay ¢ Dy, alors D; et Dy sont strictement paralléles.

— 2% cas : u] et us ne sont pas colinéaires. Les droites sont sécantes ou non coplanaires.
Pour savoir si elles sont sécantes, on cherche si leurs représentations paramétriques ad-
mettent une solution commune.

— S’il existe une solution unique, les droites sont sécantes en un point.
— S’il n’y a pas de solution, les droites sont non coplanaires.
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Point de méthode
Position relative d’une droite D et d’un plan P : Soit D de vecteur directeur u(uq, uz, us)
et P d’équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 (avec vecteur normal 7i(a, b, c)).

— 1°F cas : @ et 7 sont orthogonaux (i -7 = 0). La droite D est paralléle au plan P.
Pour savoir si elle est incluse dans le plan, il suffit de vérifier si un point de D appartient
aP.

— Si A€ P (ou A est un point de D), alors D est incluse dans P.
— Si A ¢ P, alors D est strictement paralléle a P.

— 2° cas : U et 7 ne sont pas orthogonaux (i -7 # 0). La droite D est sécante au
plan P. On trouve le point d’intersection en substituant les expressions paramétriques
de x,y, z de la droite dans I’équation du plan.

Point de méthode
Position relative de deux plans P; et P, : Soient P; d’équation a1z + by +ciz+dy =0
(vecteur normal nj(ai,bi,c1)) et Py d’équation agx + bay + caz + da = 0 (vecteur normal
na(ag, ba, c2)).
— 1°F cas : n] et ns sont colinéaires. Les plans P, et P, sont paralléles. Pour savoir si
elles sont confondues, il suffit de vérifier si un point de P, appartient a Ps.
— Si A€ P, (ou A est un point de Py), alors P; et Py sont confondus.
— Si A ¢ Py, alors P; et P, sont strictement paralléles.
— 2% cas : n] et 13 ne sont pas colinéaires. Les plans P; et P, sont sécants selon une
droite. Pour trouver I’équation de cette droite, on résout le systéme formé par les deux
équations cartésiennes.
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2 Produit scalaire dans ’espace

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O;1, 7, k).

2.1 Définitions et propriétés

Définition
Soient u et ¥ deux vecteurs de I'espace.

— Définition géométrique : Si @ = AB et 7= A_C’, alors le produit scalaire de @ et v,
noté - ¥, est défini par : @ - U = ||@]| x ||¥]| x cos(@, ). Si I'un des vecteurs est nul, le
produit scalaire est nul.

— Définition analytique : Si @(z,y, z) et 0(a’,y/,2'), alors : @ -0 = xa’ + yy' + 22/

Remarque
Ces deux définitions sont équivalentes. La définition analytique est particuliérement utile pour
les calculs.

Propriété
Pour tous vecteurs 1, U, W de ’espace et tout réel k :

- U =7-1U (symétrie)
— U (V+ W) =u-0U+u- W (linéarité a gauche)
v

— (ku) - U = k(@ - ¥) (homogénéité)
— ||@||? = @ - @ (carré scalaire)
Théoréme

Identité remarquable

Pour tous vecteurs o, v :

— (@ +0) = |[a||* +2a - 7+ |7
— (@) = |72 - 235 + |7
— (@ +70) - (7 - 0) = [|a|* - [|]]*

2.2 Orthogonalité

Définition
Deux vecteurs 4 et ¢ sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul (@ - v = 0).

Remarque
Si u et U sont des vecteurs non nuls, leur orthogonalité signifie que les directions qu’ils définissent
sont perpendiculaires.

Propriété
— Deux droites D; et Dy sont orthogonales si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux.
— Une droite D est orthogonale a un plan P si un vecteur directeur de D est colinéaire &
un vecteur normal de P.
— Deux plans Py et P» sont orthogonaux si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.
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2.2.1 Vecteur normal a un plan

Propriété
Soit P un plan d’équation cartésienne ax + by + cz +d = 0. Le vecteur 7i(a, b, ¢) est un vecteur
normal au plan P.

Point de méthode
Pour déterminer si une droite D (vecteur directeur #) est orthogonale & un plan P (vecteur
normal 77) :
— Veérifier si ¢ et 71 sont colinéaires.
Pour déterminer si une droite D est paralléle & un plan P :
— Vérifier si 4 et i sont orthogonaux (leur produit scalaire est nul).

Exemple
Soit le plan P d’équation 2z —y + 3z — 5 = 0.

1. Donner un vecteur normal & P. Le vecteur 7i(2, —1,3) est un vecteur normal a P.

2. La droite D passant par A(1,1,1) et de vecteur directeur @(4, —2, 6) est-elle orthogonale
a P? On observe que 4 = 27i. Les vecteurs 4 et 7 sont colinéaires. Donc la droite D est
orthogonale au plan P.

2.3 Distance d’un point 4 un plan

Définition
La distance d’un point A & un plan P est la plus courte distance entre A et un point de P. Elle
correspond a la longueur du segment [AH] ou H est le projeté orthogonal de A sur P.

Théoréme
Formule de la distance d’un point & un plan

Soit un plan P d’équation cartésienne ax + by + cz +d = 0 et un point A(x4,ya,24). La
distance du point A au plan P, notée d(A, P), est donnée par la formule :

d(A, P) = laxa + bya + cza + d
va? + b2 +c2

Point de méthode

Pour calculer la distance d’un point & un plan :
— S’assurer que ’équation du plan est sous la forme ax + by + cz +d = 0.
— Tdentifier les coefficients a, b, ¢, d et les coordonnées du point (x4, yA,24)-
— Appliquer la formule directement.

https://exomaths.fr 8



Exemple
Calculer la distance du point A(1,—1,2) au plan P d’équation 3z + 2y — z + 4 = 0. Ici,
a=3b=2,c=—-1,d=4.Etxg=1,ya4=—-1,24 = 2.

B +2(=1) + (=1)(2) +4]

d(A,P) =
(4,7) V32 +22 + (-1)2
3—2—2+4]
d(A,P) = ————
(4, P) VI+4+1
d(A. P) = 3l 3  3/14

VAV VT

2.4 Projection orthogonale

Définition

Le projeté orthogonal d’'un point A sur un plan P est le point H du plan P tel que la droite
(AH) est orthogonale au plan P. Le projeté orthogonal d’un point A sur une droite D est le
point H de la droite D tel que la droite (AH) est orthogonale & la droite D.

Point de méthode
Pour déterminer le projeté orthogonal H d’un point A sur un plan P :
— Soit A(z4,y4,24) et P d’équation ax + by + cz +d = 0.
— Le vecteur 7i(a, b, ¢) est un vecteur normal a P.
— La droite (AH) est la droite passant par A et de vecteur directeur 7i. Sa représentation
r=x4+ta
paramétrique est : { y =y +tb outeR.
zZ=2zp+tc
— Le point H est U'intersection de la droite (AH) et du plan P. On substitue les expressions
de x,y, z dans ’équation du plan pour trouver la valeur de ¢ correspondante a H.
— Une fois ¢ trouvé, on calcule les coordonnées de H.

Exemple
Déterminer le projeté orthogonal H du point A(1,0,0) sur le plan P d’équation z+2y—z—3 = 0.
— Le vecteur normal & P est 7i(1,2, —1).

B=1lapy
— La droite (AH) a pour représentation paramétrique : < y = 0+ 2t = 2t out e R.
g=0=t==%

— H est sur P, donc ses coordonnées vérifient I’équation de P : (1+¢)+2(2t)—(—t)—3 =0
1+t+4t+t—3=06t—2=0¢t=2=1.
4

— Substituons t = % dans les équations paramétriques pour trouver H : zg =1 + % =3

_ 1_2 —_1
l/H—2><3—3ZH— 3

Conclusion : Le projeté orthogonal H de A sur P est H (%, %, —%)
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3 Transformations affines de ’espace

Remarque

Le programme se concentre sur ’application des transformations affines simples comme les
translations, homothéties et rotations (dans des cas simples), mais il est important de com-
prendre le concept général.

3.1 Translation

Définition
La translation de vecteur 4(a, b, c) est la transformation qui, & tout point M (z,y, z), associe le
point M'(x', 4/, 2") tel que MM’ = 4.

Propriété
Si M(z,y,z) et M'(2',y',2") sont associés par la translation de vecteur (a, b, ¢), alors :

¥=z+a
y=y+b
Z=z+c

Exemple
Le point M'(2,y/, 2") est I'image du point M(1,2,3) par la translation de vecteur 4(—1,0,2).
o' =1+ (-1)=0y =2+0=22 =3+2=>5Donc M'(0,2,5).

3.2 Homothétie

Définition
L’homothétie de centre Q(zq,yq, zq) et de rapport k (réel non nul) est la transformation qui,
a tout point M(z,y, z), associe le point M'(z',y', 2") tel que QM’ = kQM.

Propriété
Si M(z,y,z)et M'(z',y', 2") sont associés par 'homothétie de centre Q(xq, ya, 2q) et de rapport
k, alors :

¥ —xq=k(z—zq) ¥ =kx+ (1-k)zq
Y —ya=kly—ya) = (¥ =ky+({1-kya
2=z =k(z — 2zq) 2 =kz+ (1—k)zq

Exemple
Déterminer U'image M’ du point M (2,1, —1) par 'homothétie de centre ©(1,0,0) et de rapport
k=3.

— QM((2-1,1-0,—1—0) = QM(1,1,-1).

— QM =30M = QM'(3x 1,3 x 1,3 x (—1)) = QM'(3,3,-3).

— Soit M'(2',y/, 7). Alors2/—1=3=2"=4.y-0=3=¢y'=3.2/-0=-3= 2 =-3.
Donc M'(4,3,-3).
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3.3 Rotation (cas simples)

Remarque

Le programme de spécialité de terminale générale ne requiert pas l’étude des rotations générales
dans l’espace, qui sont complexes. On se limite souvent a des rotations autour des axes de
coordonnées ou dans des plans simples.

Définition
Une rotation est une transformation qui conserve les distances et I'orientation. Elle est définie
par un axe de rotation et un angle de rotation.

Remarque

Les cas simples de rotation dans 1’espace sont généralement ceux autour des axes du repére.
Par exemple, une rotation d’angle 6 autour de l'axe (Oz) laisse la coordonnée z invariante et
transforme les coordonnées (z,y) dans le plan (Oxzy) selon les formules de rotation plane.

Propriété
Pour une rotation d’angle 6 autour de 'axe (Oz) (I'axe (O;k)) : Un point M(z,y,z) a pour
image M'(z,y/,2") avec :

2’ = xcosh —ysinb

y' = xsinf + ycos b

2=z

Des formules similaires existent pour les rotations autour des axes (Oz) et (Oy).

Exemple

Déterminer I'image M’ du point M (1,0,2) par une rotation d’angle § autour de I'axe (Oz).
Ici, # = T, donccos(§) =0etsin(f)=1.2"=1x0-0x1=0y =1x14+0x0=12 =2
Donc M'(0,1,2).
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